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1. イントロダクション

高速道路計画においては，勾配，曲率といった地理的制約に加え，諸々の

社会的制約のもとで，コストが最小化するようにルートを決定しなければ

ならない．

従前，ルート決定は人間の直観にゆだねられていたが，二段階法（Parker, 

1977）等により，計算に基づいてルートを決定する手法が提案された．
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グリッドで分割．
ゾーンごとに標高（ゾーン平均）
を割り当てる．

道路勾配の制約条件の下，
線形回帰法を用いて土工費が最小
となるようなゾーンを探索（道路
高と地盤高の差が土工費に影響）．

それぞれのゾーン内で最小
コストとなるルートを決定
していく

しかしながら，こうした方法は三次元空間上のルート決定としては不十
分（水平及び垂直方向の制約条件の観点）．
本論文では，三次元スプライン補間 (a three-dimensional cubic spline polynomial 

interpolation)による，高速道路の水平，垂直座標の同時最適化手法を確立．



2. コストと制約条件

高速道路建設に要するコストの定式化
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建設費に対す
る割合

定式化

建設費 排水 10％ 体積当たりコスト（所与）

土工 25％ 地盤高・道路高・道路幅・盛土（切土）角の関数

舗装 30％ 体積当たりコスト（所与）

土地 5-10％ 道路長や土地利用により所与

その他 30％ -

車両運用 30-1000％ 制限速度，距離，速度変化箇所数等の関数

設計 ５％ -

維持管理 ５％ -

制約条件

・垂直勾配：（ここでは）max 4%

・曲率半径（水平・垂直）

・建設不可能領域：湖面，軟弱地盤等



3. モデルの定式化 5

地盤

路面

高速道路上の点の座標を

𝒗 𝑡 = 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡
𝑇
として

𝑡 ∈ 0,1 を用いて座標をパラメータ表示

最適化の目的関数は

𝜙𝑖：土工・舗装等，それぞれの単位コスト
𝑛：コストの構成要素数
𝑚：制約条件数

min 𝐽 = න
0

1



𝑖=1

𝑛

𝜙𝑖 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 𝑑𝑡

subject to

𝑔𝑘 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 , 𝒗′′ 𝑡 ≤ 𝐶𝑘

制約条件

𝒗 0 = 𝒗0 = 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 𝑇

𝒗 1 = 𝒗1 = 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 𝑇

境界条件（所与）として

総コスト最小化
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min 𝐽 = න
0

1



𝑖=1

𝑛

𝜙𝑖 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 𝑑𝑡

subject to

𝑔𝑘 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 , 𝒗′′ 𝑡 ≤ 𝐶𝑘

単位コストはそれぞれ，以下のような関数の形で
与えられる．

土工費：𝜙1 = 𝛼1 𝛿 𝐴 𝛿 𝑥′ 𝑡
2
+ 𝑦′ 𝑡

2

舗装費：𝜙2 = 𝛼2 𝑥′ 𝑡
2
+ 𝑦′ 𝑡

2
+ 𝑧′ 𝑡

2

𝛿：（ = 𝑓 𝑥, 𝑦 − 𝑧）地盤高と道路高の差
𝛼1(𝛿)：単位体積あたり土工費
𝐴 𝛿 ：切土・盛土箇所の断面積
𝛼2：単位長さあたり舗装費

制約条件はそれぞれ以下のように立式される．

𝑑𝑧

𝑑𝑠
≤ 𝐶1

𝑑2𝑧
𝑑𝑠2

1 +
𝑑𝑧
𝑑𝑠

2 3
≤ 𝐶2

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

1 +
𝑑𝑦
𝑑𝑥

2 3
≤ 𝐶3

𝜓 𝑥, 𝑦 ≥ 𝐶4

𝑑𝑠 = 𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2

垂直勾配

建設不可能領域

水平曲率

垂直曲率



3. モデルの定式化 7
∀𝑡 ∈ 0,1 で制約条件が成立するので，以下のような書き換えが可能

𝑔1 = 𝜂1න
0

1

min 𝐶1
2 −

𝑧′ 𝑡 2

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2
, 0

2

𝑑𝑡 = 0

𝑔2 = 𝜂2න
0

1

min 𝐶2
2 −

𝑧′′ 𝑡

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2
−
𝑧′ 𝑡 𝑥′ 𝑡 𝑥′′ 𝑡 − 𝑦′ 𝑡 𝑦′′ 𝑡

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2 2

2

, 0

2

𝑑𝑡 = 0

𝑔3 = 𝜂3න
0

1

min 𝐶3
2 −

𝑥′ 𝑡 𝑦′′ 𝑡 − 𝑦′ 𝑡 𝑥′′ 𝑡
2

𝑥′ 𝑡 2 + 𝑦′ 𝑡 2 3
, 0

2

𝑑𝑡 = 0

𝑔4 = 𝜂4න
0

1

min 𝐶4
2 − 𝜓 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡

2
, 0

2
𝑑𝑡 = 0

𝑑𝑧

𝑑𝑠
≤ 𝐶1

𝑑2𝑧
𝑑𝑠2

1 +
𝑑𝑧
𝑑𝑠

2 3
≤ 𝐶2

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

1 +
𝑑𝑦
𝑑𝑥

2 3
≤ 𝐶3

𝜓 𝑥, 𝑦 ≥ 𝐶4

証明はAppendix

𝜂𝑖:重みづけのための係数
通常１に設定するが，最適解と中間解の差
によって経験的に与えられる．



3. モデルの定式化 8
Appendix 制約条件の書き換えの証明



3. モデルの定式化 9
※スプライン補間

補間とは離散的な点すべてを通過する関数を求め値を推測する方法．
補間する領域をデータ間隔 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖+1 に区切り，その近傍の値を使い低次の多項式で
近似することを考え，境界で導関数が連続になるように上手く近似する方法をスプ
ライン補間という．通常３次関数が使われる．

(x0,y0),…,(xN,yN)のN+1個のデータ

区分多項式のそれぞれの係数𝑎𝑗, 𝑏𝑗, 𝑐𝑗 , 𝑑𝑗を求めるこ
とが，スプライン補間の問題となる．
区分多項式N本，係数4つ→未知数4N個

条件
①すべてのデータ点を通る
→2N個の方程式（各々のSjに対し両端の値が決まる）
②境界の一次導関数が連続
→N-1個の方程式
③境界の二次導関数が連続
→N-1個の方程式

通常両端x0とxNでの二次導関数の値は0とされるため，
未知数と方程式の数が等しく，解が導ける．

本論文ではこれを３次元に拡張させ，適用する

www.yamamo10.jp/yamamoto/lecture/
2006/5E/interpolation/interpolation.pdf



3. モデルの定式化 10
高速道路の線形を3次のスプラインとして表現する．

𝒗 𝑡 =

𝑥 𝑡
𝑦 𝑡

𝑧 𝑡

= 

𝑗=−1

𝑁+1

𝝈𝑗Ω 𝑁𝑡 − 𝑗

Ω 𝜁 =

0
1

2
𝜁 3 − 𝜁 2 +

2

3

−
1

6
𝜁 3 + 𝜁 2 − 2 𝜁 +

4

3

𝜁 ≥ 2

0 ≤ 𝜁 ≤ 1

1 ≤ 𝜁 ≤ 2

𝝈𝑗 = 𝜎1𝑗 , 𝜎2𝑗 , 𝜎3𝑗
𝑇
：スプライン係数

𝝈𝑗を決定することで高速道路の線形の多項式近似ができる

未知数の数は 𝑁 + 3 × 3個

𝑥, 𝑦, 𝑧

制約条件の下でコスト最小化を解く

min 𝐽 = න
0

1



𝑖=1

𝑛

𝜙𝑖 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 𝑑𝑡

subject to

𝑔𝑘 𝑡, 𝒗 𝑡 , 𝒗′ 𝑡 , 𝒗′′ 𝑡 = 0



3. モデルの定式化 11
式の解釈

𝑥 𝑡

= 𝜎−1Ω 𝑁𝑡 + 1 + 𝜎0Ω 𝑁𝑡 +⋯+ 𝜎𝑘−2Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 + 2

+𝜎𝑘−1Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 + 1 + 𝜎𝑘Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 + 𝜎𝑘+1Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 − 1 + 𝜎𝑘+2Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 − 2

+⋯+ 𝜎𝑘+3Ω 𝑁𝑡 − 𝑘 − 3 +⋯+ 𝜎𝑁Ω 𝑁𝑡 − 𝑁 + 𝜎𝑁+1Ω 𝑁𝑡 − 𝑁 − 1

𝑡 ∈
𝑘

𝑁
,
𝑘+1

𝑁
について考えてみる 𝑡 =

𝑘+0.5

𝑁
などを代入してみる

⓪

①

②

= 0 = 0 = 0

② ① ① ②

= 0 = 0 = 0

𝑡

𝑥 𝑡

0 1

[0,1]をN分割

𝑘

𝑁

𝑘 + 1

𝑁

1

𝑁

2

𝑁

すなわち
一つの区間に対して0でない
値を持つのは隣接する4項の
み．これは3次関数の係数の
数と同じ．
この立式ですべての区間に
ついて3次の多項式近似が表
現できている！！
（y,zについても同様）



3. モデルの定式化 12
境界条件

𝒗 0 = 𝒗0 = 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 𝑇

𝒗 1 = 𝒗1 = 𝑥1, 𝑦1, 𝑧1 𝑇

を用いると

𝜎−1 = 6𝒗0 − 4𝜎0 − 𝜎1
𝜎𝑁+1 = 6𝒗1 − 4𝜎𝑁 − 𝜎𝑁−1

となり，未知数を(N+1)×3個に
減らせる.
したがって探索すべき変数は

𝝈𝑗 (𝑗 = 0,1,… , 𝑁)．

min 𝐽(𝜎)

subject to
𝑔𝑘(𝜎) = 0 𝑘 = 1,… ,𝑚

where
𝜎 = (𝜎𝑖𝑗 , 𝑖 = 1,2,3; 𝑗 = 0,1, … , 𝑁)

結論として

GRG(Generalized Reduced Gradient)や
NLPQL(逐次二次計画法)等のアルゴ

リズムにより𝜎𝑖𝑗が求まる．



4. 最適化手法におけるスケーリング 13
最適化探索アルゴリズムの収束性を向上させるためには，初期化の設定が重要とな

る．特に変数が多い場合は適切なスケールを設定する必要がある．

初期点を𝒓 = ത𝜎1𝑗 , ത𝜎2𝑗 , ത𝜎3𝑗
𝑇
とする．

行列𝐓 =

𝐓𝑥 0 0
0 𝐓𝑦 0

0 0 𝐓𝑧

によって𝒓が

𝒗 = (𝜎1𝑗 , 𝜎2𝑗 , 𝜎3𝑗)に変換されるとすれば

𝒗 = 𝐓−1𝒓

ただし𝐓𝑥 , 𝐓𝑦 , 𝐓𝑧はそれぞれ，
𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡 内の変数のスケール因子の
対角行列．

したがって関数𝑓(𝒓)を最小化する𝒓の
探索問題は，ℎ 𝒗 = 𝑓(𝐓𝒗)と同値．
準ニュートン法では∇ℎ = ∇𝑓𝐓として

𝒗𝑘+1 = 𝒗𝑘 − 𝛼𝑘𝐃𝑘∇ℎ
𝑇

として解を更新する．

𝑘:ステップ数
𝛼𝑘:ステップサイズ（アルゴリズムごとに決定される）
𝐃𝑘: 𝒗𝑘におけるヘッシアンの逆行列

Δ𝒓𝑘 = −𝛼𝑘𝐓𝐃𝑘𝐓
𝑇∇𝑓𝑇以上より

したがってスケール因子により探索方
向が決定されることがわかる（スケー
ル因子の二乗）．

例えば𝐓𝑥 = 100, 𝐓𝑦 = 100, 𝐓𝑧 = 1と設
定した場合，𝑥, 𝑦内の変数に関しては
急速に最適解に近づくが，𝑧に関して
は非常に緩やかである．そのため膨大
な繰り返し計算が必要となってしまう．
このようにスケールの設定が非常に重
要である．設定者の直観や経験にゆだ
ねられることが多い．
プロットしながら，調整を行う．

また初期点の選び方としては切土・盛
土が最小限に抑えられるように変数を
選ぶ．地形図の等高線に沿うようなパ
スをけるように設定するとよい．



5. シミュレーション 14
実際の土地を対象に，高速道路の3次元空間上最適設計を計算する．

• 対象：シンガポール国内の2.2×1.6km四方の土地．

• ①複雑な地形上での高速道路設計

②建設不可能領域を含む土地上での高速道路設計

の2通りについて，始終点を与えたうえで実行（GRG）．

一軸に対し15個のスプライン係数（12区間）

• 諸制約，コストは右表の通り



5. シミュレーション
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①複雑な地形上での高速道路設計（総工費S$1.10）

カーブを描き，
急傾斜地の回避
（切土コスト削減）

道路・地形縦断面図



5. シミュレーション
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①建設不可能領域を含む土地上での高速道路設計（総工費S$0.62）

全体的に緩勾配で
あり，境界に沿う
ように線を描く

道路・地形縦断面図



6. 結論 17
• パラメータ表示による三次元スプライン補間を用いて3次元空間上における高速道

路のルート最適化手法を確立．

• 物理的，社会的制約の下で，コストの総和を最小化をすることで，多項式の係数

を決定する．

• 本論文で述べられていない制約条件についても立式により計算に組み込むことが

可能．


